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РАСЧЕТ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК СТАТИЧЕСКИМ МЕТОДОМ 
КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
 
Семыкина Т.Д., Стрельникова С.Н. 
 
There are an amount of  applications shells in industry and building in case when the rise  is small in 
comparison with size of median surface. This shells traditionally called flat[1]. Paper [2] describes the calculation of 
shells by method of finite element. Below we consider the calculation of flat shells by static variation method.    
 
Рассмотрим оболочку, срединная поверхность которой задана уравнением 
),( 21 ααfz = , где 21 ,αα - ортогональные криволинейные координаты в плоскости основания 






































zz  . (1) 
В этом случае система криволинейных координат 21 ,αα  на срединной поверхности 
оболочки совпадает с метрикой соответствующей ей пластины. Ортогональную систему 
координат в плоскости пластины, на которую проектируется криволинейная система 
координат срединной поверхности обозначим (x, y). С учетом геометрических 











































Здесь u, v – перемещения в срединной поверхности  оболочки, w – перемещение 
ортогональное срединной поверхности.  


























QTkTk  (3) 



































Рис.1 Положительные направления внутренних усилий и моментов для элемента оболочки 
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Решение неоднородной системы уравнений (3) выпишем в виде:  
111 TTT += ,       222 TTT +=  
SSS +=1 ,     11 MM =  (4) 
22 MM = ,         HH =  
HMMSTT ,,,,, 2121 - общее решение однородной системы уравнений  (3). 
,,, 21 STT  - частные решения, которые могут быть получены как решения уравнений (5) 


































Общее решение  однородной системы  уравнений (3) может быть получено с помощью 








































































Функции напряжений будем определять из вариационного статического уравнения 




0 , где uL - часть контура оболочки, на которой заданы 
обобщенные перемещения ki Uu ,























Для решения вариационного уравнения (7) воспользуемся МКЭ. Разобьем область 
оболочки на конечные элементы координатными линиями x=const, y=const в плоскости (x,y). 
В каждом элементе используем локальную систему координат (u, v) )11,11( ≤≤−≤≤− vu , 
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В этой  системе координат функции напряжений F, Φ, Ψ, входящие в соотношение (2), 
должны быть определены в соответствии с этими формулами следующими 
аппроксимирующими полиномами [3]: 



































































e NNNN }]{,,,[}{ ϕ=Φ  или  eee N }{][}{ ϕ=Φ , (11) 
где },,,,{}{ lkji








i +++=),( . 























e fNNNNF }]{,,,[}{ =  или  eee fNF }{][}{ = , где Tlkji
e FFFFf },,,{}{ = . (12) 
Для элемента с номером “е” формируем в соответствии с формулами (10) - (12) общий 
вектор узловых параметров e}{δ : 
T
yxyxsx












1 ΦΨΨΨΦΨΨΨΦΨΨΨ=δ  (13) 
С использованием введенного вектора  e}{δ аппроксимации функций напряжения 
примут вид: 










































∂ .            
Здесь  ;ij
e
x xxl −=   .ik
e
y yyl −=  
Заменяя функции формы в элементах аппроксимирующими полиномами, определяем  
все усилия:  
































































































Все слагаемые, входящие в kU , определяются с помощью (4), например 
11111 }]{[ TmTTT





























1T  могут быть опущены при подстановке в вариационное 
уравнение,  так как они являются известными функциями и не варьируются. Таким образом,  




TeTeTeT δ+δδ=  




































































































      (M – количество элементов в системе). (19) 
e









δ+δδ= . (20) 






































−−  (21) 
 
Введем обобщенный вектор узловых параметров, содержащий вектора узловых 









1 NNNsNxNsxsx FFFQ ΦΨΨΨΦΨΨΨΦΨΨΨ= . (22) 
После подстановки (20) в (19) соберем члены при одинаковых узловых параметрах и 

















U TTk +=  
Вариационное уравнение (7) эквивалентно системе алгебраических уравнений 
относительно {Q}: 
















































Учет граничных условий для усилий и моментов на краю оболочки может изменить 
вектор неизвестных {Q} и  привести к переформированию системы (24), что выполняется с 
помощью несложных вычислительных алгоритмов. Учет граничных условий для 
перемещений происходит через вычисление работы внутренних сил на контурах оболочки. 
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